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Elastischer StoB zweier Punktmassen

Eindimensionale Bewegung

Ein Teilchen der Masse M treffe mit der Geschwindigkeit wy auf ein ruhendes
Teilchen der Masse m. |hr Massenverhaltnis sei k := M/m. Wie sich beide
Teilchen nach dem StoB bewegen, wird durch die Satze der Erhaltung des
Gesamtimpulses und der kinetischen Energie bestimmt. Das stoBende Teil-
chen andert seine Geschwindigkeit auf w. Das gestoBene Teilchen erhalt die
Geschwindigkeit v. Diese Geschwindigkeiten sollen jetzt berechnet werden.

Impulssatz:

Mwy = Mw +mv| <« WO—W:% (1)
Energiesatz:
M M m v?
EW§—§W2—|—§V2 & WO2—W2:? (2)

Aus dem Energiesatz (2) ergibt sich, wenn man v aus dem Impulssatz (1)
einsetzt und durch (wy — w) teilt,

k—1

W= Wo T stoBendes Teilchen (3)
v W 2k estoBenes Teilchen (4)
%k+1 ¢

Bei zwei gleichen Teilchen (k = 1) ware w = 0 und v = wy. Wenn das
stoBende Teilchen doppelt so schwer ware wie das gestoBene (k = 2), dann
ware w = (1/3) wp und vielleicht lberraschenderweise v = (4/3) wp, also
schneller als das stoBende Teilchen.

Interessant sind die folgenden Grenzfalle:

im w = wy und lim v=2wy (sehr leichtes Zielteilchen)

k—o00 k—o0

im w = —wy, und Ilim v =0 (Reflektion an schwerem Zielteilchen)
1/k—o0 1/k—o0
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Energieiibertragung: Das stoBende Teilchen der Energie Eq := (M/2)w3
hat nach dem StoB die kinetische Energie

M M k—1\° k—1\°
Eii=—w=—w|—=) =E | —— .
LW 2W°</<+1) O(k+1) (5)
Das gestoBene Teilchen erhalt die Energie
2
om, M [ 2k B 4k
Eri=mv _2kW°<k+1 =By (6)

Bei gleichschweren StoBpartnern (k = 1) ist £; = 0. Das stoBende Teilchen
verliert also seine gesamte kinetische Energie. Sie wird als E, = Ey vom
gestoBenen Teilchen tibernommen.

Ist das stoBende Teilchen sehr viel schwerer als das gestoBene, dann strebt E;
gegen Eqo und E5 gegen 0. d. h. das stoBende Teilchen behalt seine Energie.

Ein anderes Losungsverfahren: \Wenn man (1) in (2) einsetzt, erhadlt man
fiir den Betrag der Geschwindigkeit w des stoBenden Teilchen nach dem StoB
die quadratische Gleichung

k k—1
w? —2 —— wow + —— wi = 0. (7)

Sie hat die beiden Losungen

WO 11
w = (kt1)=woq k—1 (8)
k+1 KF1
Damit und mit (2) wird der Betrag der Geschwindigkeit des gestoBenen Teil-
chen .
0,

Die erste der beiden Losungen der quadratischen Gleichung (7) beschreibt
einen physikalisch unrealistischen 'StoB’ ohne jede Wechselwirkung. Die zweite
ist identisch mit derjenigen aus dem ersten Losungsverfahren auf der vorigen
Seite.
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StoB im Zweidimensionalen

Hier soll insbesondere geklart werden, um welchen Winkel das stoBende Teil-
chen beim StoB maximal seine Richtung dndern kann (siehe hierzu Abb. 1).
Solch StoB konnte zwischen zwei Nukleonen im Vakuum stattfinden oder auch
zwischen zwel Eishockeypucks, die sich auf dem Eis sehr reibungsarm bewe-
gen. Auch hier bleiben Impuls und Energie erhalten. Die Geschwindigkeiten
sind jetzt zweikomponentige Vektoren.

Man hat es hier mit vier GroBen zu tun, also etwa je zwei Komponenten des
Geschwindigkeitsvektors des stoBenden und zwei des gestoBenen Teilchens
nach dem StoB zu tun, die die Erhaltungssatze erfiillen miissen und dadurch
zu bestimmen sind. Alternativ konnten Betrag und Richtung dieser Vektoren
bestimmt werden.

Der Impulssatz bietet hierzu zwei lineare Gleichungen und der Energiesatz eine
nichtlineare Gleichung. Gabe man die Richtung des stoBenden Teilchens nach
dem StoB vor, hatte man damit die vierte der erforderlichen Gleichungen.

m,E,

\

m,0

o M.E,

Abbildung 1: Ein Teilchen der Masse M = 2m und der kinetischen Energie Eq
stoBt mit der Geschwindigkeit wy auf ein ruhendes Teilchen der Masse m.
Das stoBende Teilchen verlaBt den StoBort unter dem Winkeln a = 30 Grad
mit der Geschwindigkeit w, das gestoBene unter und B = 25 Grad mit der
Geschwindigkeit v. lhre kinetischen Energien sind E; und E>.
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Impulssatz:
v
Mwy = Mw + mv| < Wo — W= (10)
Energiesatz:
M M m v?
jw(?:E 2—%—5'02 & 'woz—w2:7 (11)
Setzt man (10) in (11) ein, dann ergibt sich die Gleichung
we — w? = k (wy — w)?, (12)

in der zwei Falle zu unterscheiden sind:

Falla: w=wy = v =0,

Fall b: w # wy :w:wo//i_i_;%, v:k(w0+w):wok2—_|/_(l,

Aus (11) und (10) ergeben sich fiir die Betrdage w und v die gleichen Aus-
driicke (3) und (4) wie beim eindimensionalen StoB. Die Richtungen beider
Teilchen nach dem StoB bleiben dabei noch unbekannt.

Alternative Behandlung der Gleichungen (10) und (11): Aus dem Ener-
giesatz (11) wird jetzt anders als im eindimensionalen Fall durch Ausmultipli-
zieren

v =k (wo — w) =k (Wi — 2wow cos o + w?) (13)

wodurch der Winkel o zwischen wy und w beriicksichtigt wird, der beschreibt,
wie sich die Richtung des stoBenden Teilchens beim StoB andert. Dies flihrt
bei der Energieerhaltung (11) dann fiir den Betrag der Geschwindigkeit des
stoBenden Teilchen nach dem StoB auf die quadratische Gleichung

k —1
W2—2mwocosaw+k+—lwo220, (14)

die anders als die quadratische Gleichung (7) jetzt einen Ablenkwinkel o fiir
das stoBende Teilchen enthalt.
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Abbildung 2: Zum Vergleich beider Moglichkeiten in Gleichung (15): Ge-
schwindigkeit des stoBenden Teilchen nach dem StoB bei verschiedenen Mas-
senverhaltnissen k (dinn: w mit oberem, dick: wm mit unterem Vorzeichen).

Sie hat die beiden Losungen

w(k, a) = ijLOl (k cosa £ V1 — k2sin? a) (15)

Diese beiden Losungen sind in Abb. 2 einander gegeniibergestellt.
Falls das stoBende Teilchen gar nicht abgelenkt wird (o« = 0), wird

1 0
w(k,0) = Wo{ k—1 undv(k0)= Wo{ 2 (16)
k+1 k+1

wie beim eindimensionalen StoB (siehe Abb. 3 auf Seite 6).

Spatestens hier 1aBt sich erkennen, daB von den beiden Losungen (15) nur
diejenige mit dem Minuszeichen vor der Wurzel den StoB physikalisch korrekt
beschreibt. Zu ihr gehdren in (16) die unteren Werte. Die oberen wiirden der
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Abbildung 3: Geschwindigkeiten beider StoBpartner nach dem StoB in
Abhangigkeit vom Ablenkwinkel o des stoBenden Teilchens bei verschiede-
nen Massenverhaltnissen k. Dicke Linien: stoBender, diinne Linien gestoBener
Partner.

physikalisch unrealistischen Situation entsprechen, daB das stoBenden Teilchen
selbst bei einem zentralen StoB ohne Wechselwirkung weiterfliegt.

Im Folgenden soll deshalb nur die Losung mit dem negativen Vorzeichen ver-
wendet werden.

Das gestoBenen leichtere Teilchen erhalt mit (11) den Geschwindigkeitsbetrag

v(koa) = \[k(wg —w2(k,))
= w k(l—(L(kcosa—\/l—/@sinza))z) (17)

k+1

Die Gleichungen (15) und (17) ergeben nur so lange reelle Geschwindigkeits-
betrdge, wie 1 > k? sin® o ist und das stoBende deshalb Teilchen z.B. bei
einem Massenverhaltnis k = M/m = 2 um hochsten 30 Grad abgelenkt wird.
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Bei diesem maximalen Ablenkwinkel ist
. 1 5
SIN Apax = — kcosamaX:\/k —1. (18)

k
Das stoBende Teilchen behalt damit eindeutig die Geschwindigkeit

k [k —1
W(k, amax) = Wy kt1 COS Omax = Wp m (19)

Das gestoBene Teilchen erhalt wegen (17) die Geschwindigkeit

K COS Qmax 2 2k
V(k, amax) = Wy k (1 — (?13) ) = Wy k——H_ (20)

Auch bei diesem speziellen Ablenkwinkel amax gilt die Energieerhaltung

k_1+ 2 M
k+1 k+1) 2

M M
E1+E2:—W2+—V2:—W§<

Bis hier sind auch hierbei nur die Betrage der Teilchengeschwindigkeiten nach
dem StoB berechnet worden. Wie die Abflugrichtungen beider StoBpartner
zusammenhangen, ist noch zu klaren.

Energieaufteilung beim StoB

Das stoBende Teilchen hat mit (15) nach dem StoB die kinetische Energie

2
M M kcosa — /1 — (ksina)?
Eika) = Swi="w P

(22)

und das gestoBene Teilchen den verbleibenden Rest E, seiner Energie Ey.

Beim Ablenkwinkel o« = 0 wird

k—1\? 1/ 2k \?
El = EO (/(—F—l) und E2 = EO E <m) (23)

7
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Abbildung 4: EinfluB des Ablenkwinkels o auf die Aufteilung der Energie auf
die StoBpartner nach dem StoB bei verschiedenen Massenverhaltnissen k.

Beim Grenzwinkel amay hat Gleichung (14) nur eine Losung w(k, o). Mit ihr

ISt
k—1 2

rr1 W B=bgTy
Abb. 4 auf Seite 8 zeigt, wie sich bei verschiedenen Massenverhaltnissen k die
Energie Ey des stoBenden Teilchens nach dem StoB aufteilt. Das gestoBene
Teilchen erhadlt um so mehr Energie E;(k, &), je mehr (bis hochstens aayx)
das stoBende Teilchen abgelenkt wird.

El == Eo (24)

Um welchen Winkel a dabei das stoBende Teilchen abgelenkt wird, hangt von
den Einzelheiten des StoBes und damit vom Zufall ab.

Beispiele:

Ein schwereres Teilchen stoBt ein leichteres, k := M/m < 1: Dann bleibt
der Radikand in den Ausdriicken (15) und (17) auf Seite 4 positiv, und es
gibt fiir beliebige Ablenkwinkel o reelle Betrage von w und v.
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Ein leichteres Teilchen stoBt ein sehr viel schwereres, kK < 1: Bei maxi-
malem Ablenkwinkel des stoBenden Teilchens wird dann wegen (19) und (20)

Imw = wy
k—0
imv = 0
k—0

Das leichte Teilchen behalt dann den Betrag seiner Geschwindigkeit und damit
seine kinetische Energie, wobel sich die Richtung aber andern kann. Das viel
schwerere bleibt fast liegen.

Beide StoBpartner sind gleichschwer, kK = 1: Dann wird
w = 0
vV = W
Damit wird nach dem StoB die Energie des stoBenden Teilchens £; = 0 und

die des gestoBenen Teilchens E, = Eq. Die gesamte kinetische Energie wird
also vom gestoBenen Teilchen iibernommen.

Das stoBende Teilchen sehr viel schwerer als das gestoBene, k > 1: Dann
wird

Ima = 0
k—o00
lim w(k) = wp
k—o00

lim v(k) = wyV2
k—o0

Wie ist hier die Energieerhaltung gewahrleistet? Das leichtere gestoBene Teil-
chen hat hier zwar nicht die Geschwindigkeit Null. Seine Energie ist aber

M, 2k M wg
o= e T T k1 Y (25)

Ein “He-Kern stoBt einen 2D-Kern, k = 2: Er wird beim StoB maximal um
amax = 30 Grad abgelenkt. Mit diesem Winkel wird

1 2
w = W 5 und E1:§EO

1 1
vV = 2W0 g und E2:§E0
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Das gestoBene Teilchen bekommt also halb so viel Energie wie das stoBende
behalt.

Ein ‘Li-Kern stoBt einen 2D-Kern, k = 3.5:

Dabei ist maximale Ablenkwinkel o« = 16.6 Grad. Mit (19) und (20) wir
bei diesem Winkel das stoBende Teilchen auf w = \/%WO ~ 0.745 wy
verlangsamt. Das gestoBene Teilchen wird mit v = /14/9 wy =~ 1.247 w
schneller als das stoBende war.

Daraus ergeben sich beim maximalen Ablenkwinkel o.x die Ubertragenen
Energien

M k—1
Ei(Qmax) = > w? = E
M

5
°k+1_§EO'

2 4
= _— 2: _ = —
E2(ama><) - 2k v EO <k+ 1) 9 EO:

Bei einem Ablenkwinkel oo = 0 ist wegen Gleichung (23)

k—1

2
— | =0. E
k—I—l) 0.309 Eq

E(a=0) = EO(

1/ 2k \°

(siehe dazu Abb. 4 auf Seite 8).

Komponentenweise Formulierung der Impulserhaltung:

won () o () 0o (TE) o

ergeben sich zwei weitere Gleichungen fiir die Geschwindigkeitsbetrage und
zwar in StoBrichtung und quer dazu:

Mit

Wy = WCOSOL—}-%COS,@ & %cosﬁzwo—wcosa (27)
0 = Wsina+£sinﬁ & {sinﬁz—wsina (28)

10



G. Green

Mechanik

4-Jul-2020
669

80

betasﬁl, a)
betas(2,a) m—
betas(3,a)

belasg@/
%) —betas(2, —_—
4 60 2*a
£

&

[N

: /

;g) 40

< _—

]

g —

<)

» 20

Q

=l

g —

O]

a —

j=2 \

c

5 ——

=

=

['4

/

0 5 10 15 20 25 30 35
Ablenkwinkel o / Grad des stoRenden Partners

Abbildung 5: Richtung B des gestoBenen Teilchens nach dem StoB in
Abhangigkeit von der Richtung a des stoBenden Teilchens.

Quadriert man beide rechtsstehende Gleichungen, dann erhalt man

2
() = mo—wy, (29)
wie es die Erhaltung der Energie beim elastischen StoB in Gleichung (11)
erfordert.

Richtung 3 des gestoBenen Teilchens

Wenn man in (28) den Ablenkwinkel o des stoBenden Teilchens vorgibt, dann
ergibt sich aus (27) und (28)
wsin a w

t =———— od inB=—k—si 30

ang Y—— oder sing  sina (30)
Abb. 5 zeigt, daB sich das gestoBene Teilchen um fast den gleichen Winkel 3
relativ zur StoBrichtung bewegt wie das stoBende mit dem Winkel o, jedoch
zur anderen Seite. Der Winkel zwischen beiden Abflugrichtungen betragt also
fast 2a.

11
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Wichtige Teilergebnisse: Gleichungen (15) und (17) zeigen, daB es je nach
Massenverhaltnis k := M/m > 1 einen maximalen Winkel apna = arcsin1/k
gibt, um den das stoBende Teilchen bei StoB abgelenkt werden kann. Er ist
um so kleiner, je groBer dieses Verhaltnis ist.

Die Energietibertragung beim StoB ist ab Seite 8 beschrieben worden.

Anmerkungen:

Den Text habe ich mit IATEX formatiert. Abbildung 1 habe ich direkt in Post-
Script geschrieben und die anderen Abbildungen mit Gnuplot erstellt.
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